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in acest capitol analizim conceptul de matrice si anumite operatii algebrice cu
matrice. De asemenea, sunt introduse matricele ca structuri in care se pot stoca si
prelucra date. Operatiilor de adunare si inmultire de pe C li se asociazi operatii
similare pentru adunarea matricelor si respectiv inmultirea cu scalari a matricelor.
Conceptul matematic care a generat notiunea de matrice si a perfectat operatiile cu
matrice este cel de aplicatie liniard. Se defineste conceptul de inmultire a doui
matrice, care n-are corespondent intre operatille pe C. Se dau proprietiti
fundamentale pentru operatiile co matrice.

Numeroase aplicatii practice prezentate vin si sublinieze importanta cuncasterii
operatiilor cu matrice in rezolvarea multor probleme din viata cotidiana.

Isiuric, Matricele au fost descoperite de doi matematicieni englezi Arthur Cayley
(1821-1895 - cu studii la celebrul ,,Trinity College” in Cambridge) si James
Joseph Sylvester (1814-1897 - in 1878 creeaza celebra ,,The American Journal of
Mathematics”) colaborator al lui Cayley, el fiind cel care in 1850 foloseste
termenul de matrice (termenul latin fiind ,,matrix” pentru matci). Lor li se
adaugii W. Hamilton (1805-1865) si A. Cauchy (1789-1857). In matematici o
matrice este un ,,container” de informatie evaluabila.
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Tabel de tip matriceal

Poate nici un capitol al matematicii studiate in liceu nu beneficiaza de atat de
multe aplicatii in cele mai diverse domenii ale vietii sociale. De aceea am ilustrat
fiecare operatie prin aplicatii diferite. Multe probleme practice se rezolva utilizind
operatiile aritmetice asupra unor date asociate problemelor. Suntem obligati sa
folosim matrice atunci cind vorbim de articole care au doui caracteristici. Printr-
o organizare adecvati a datelor in blocuri de numere, putem utiliza aceste operatii
aritmetice intr-o manierd eficientd. Scrierea lor astfel face prelucrarea ugoard cu
ajutorul computerului. De exemplu, o retea actuald de comunicatii contine un
numir mare de varfuri i muchii (de ordinul milioanelor). Reprezentarea ei pland
este practic imposibild. O alternativa la realizarea ei in plan este utilizarea
matricelor.



#cmarial 1. Vanzirile in leasing (pe 3 ani) a urmitoarelor mérci de autoturisme (numér
de bucifi) BMW, MERCEDES, FORD, TOYOTA, RENAULT, in cele patru trimestre ale
unui an sunt sintetizate in tabelul de mai jos.

By Trimestrul 1 o I v
BMW 173 191 203 215
MERCEDES 112 123 106 137
FORD 98 107 109 126
TOYOTA 75 82 76 93
RENAULT 205 211 200 273

fn acest tabel ;¢ linii se citesc mircile de autoturisme, iar e cltim numéirul de
exemplare vindute in leasing in cursul unui anume trimestru. De exemplu, in linia intdi,
corespunziitoare mircii BMW, si coloana trei, corespunzitoare trimestrului III, giisim
numirul 203, ceea ce inseamni cd in trimestrul III al anuluf s-au vindut 203 autoturisme
BMW. fn linia trei, corespunzitor mircii FORD ¢i coloana a doua, corespunzitor
trimestrului al II-lea, intdlnim numirul 107, ceea ce se traduce
prin aceea ci in trimestrul al II-lea s-au vandut 107 autoturisme [ 173 191 203 215
marca FORD. Datele din acest tabel le putem sintetiza fntr-o | 112 123 106 137
formai restriansi astfel: 98 107 109 126
Observiim chi acest tabel are cinci linii (corespunzitoare celor | =5 82 7 93
cinci mirci de autoturisme) §i patru coloane (corespunzitoare 208 211 200 273
celor patru trimestre).
Un astfel de tabel in care datele sunt agezate pe linii i coloane fl
numim tabel de tip matriceal, Tabelele de tip matriceal stau la baza notiunii matematice
de matrice Elementele tabelului matriceal, numerele din tabel, le-am finchis fntre
paranteze pentru a preciza c# aceasta este toatd multimea de elemente.
Observim cdt indicind un numir din tabel trebuie si-i precizim dou# elemente: liniz g
oisans pe care se afld. Decl pentru identificarea unui element avem nevoie de doi Indici:
umxl pentru linie §i altul pentru coloana. Tabelul de maf sus 1l putem 4

reprezenta sub forma aliturati: 1 %2 %3 Yy
unde, de exemplu, o, =173, ay; =191, a;; =123, a3 =76, ag =273.| %21 %n :za %2
a, a a
Cétsunt: gy, a33, 045, agy ? Care este semnificatia lor? a“ as: a” a“
Exemplul 2. Clasamentul diviziei A la fotbal in 2005, in urma etapel a ;l aﬂ a“ a“
XIX-a, pentru primele cincl echipe arata astfel: 51 752 U5y Ts4
1. STEAUA 12 5 2 41 12 8 2 41
2. DINAMO 12 0 7 36 207 3
3. RAPID 10 5 4 35
4. FARUL 10 4 5 34 10 5 4 35
5. F.C. NATIONAL 8 6 5 30 10 4 § M
unde pe prima coloani este trecut numirul de meciuri cdstigate, pe a 8 6 5 3

doua numiirul de meciuri egale, pe a treia numirul de meciuri pierdute,

lar pe ultima coloani numiirul de puncte (3 p pentru victorie, 1 p pentru mecl egal si 0 p
pentru infréngere).

Tabelul de tip matriceal este reprezentat mai sus.



Fie C, multimea namerelor complexe,
Np =412, o m), Ny 2{1.2,...,n}; mneN*.

Definitie. Se numegte matrice de tip (m,n)sau incd (mxn) cu elemente
din Co functie A:N,xN, -»C.

= emmmcmaryd

Valorile functiei A(i,j)=a;, i=Lm, j=ln se numesc elementele

e

matricei.
Notafii. Matricca A se reprezintd printr-un tabel (g, g, .. g,
dreptunghiular cu m linii §i n coloane, corespunzitor celor
mn elemente. a_zl a?z a?"
Tinind seama de aranjarea elementelor in tabel pe linii | * : :
si coloane in loc de matrice de tip (m,n)vom spune (4, G, -+ Gy

matrice cu m linii si n coloane.

Uneori, pentru simplitatea scrierii, aceasti matrice se noteaza A=(aij )i=l,—m sau
j=ln

cand nici o confuzie nu-i posibild, doar A =(a,.j) Pentru elementul ay;, indicele
arata linia pe care se afl3 elementul, iar al doilea indice j indica pe ce coloand este
situat. Liniile matricei sunt multimile ordonate: L =(ay; a;3 ... a1,),
Li=(ay ap - )0 Ln=(qm @m2 - Q).

Elementele din linii le citim de la stinga la dreapta. Coloanele matricei sunt
mulfimile ordonate:

ay ain A1

31 an Ay
Cl =] s Cz = ’ iy Cn = .

ap) G2 Ay,

Elementele din coloane le citim de sus in jos.
Vom nota matricele cu litere mari A, A, A', B, B;,B', ..., X, X;, X',...

Multimea matricelor de tip (m,n) cu elemente complexe 0 notdm cu M, . (C).
Analog, notim M,, ,(R), M, ,(Q), M,, ,(Z), M,, ,(N) pentru multimile
de matrice de tip (m,n) cu elemente numere reale, rafionale,

intregi si respectiv naturale. Cum NcZcQcRc C, deducem
My o(N)EM y (Z) €M 1y o(Q)EM y W(R) € My 1(C).



xempie

1) A =G :)e M, 4(N);

1
- =3 0
-1 03 2 5 1
B=(4 - SJEMz,s(Z)i C=|2 s e M3 3(Q)
D=(1 = V3)eM, (R); § 2
3 5
E-(f;)eMZ',(C).
Matrice particulare

1) O matrice de tipul (1,7)(cu o linie si n coloane) se numeste matrice linie (sau
vector linie) si are forma A=(a, a, ... a,)

fxemple, a) Un vector 4 din plan, in reperul (0.:7 ,]) , i=xi +) poate fi gindit ca o
matrice linie cu doul coloane de forma i = (x, y) 5

b) in exemplul practic prezentat la inceputul capitolului, pentru marca MERCEDES
avem matricea linie (112 123 106 137). Aceste patru numere corespund vanzirilor din
cele patru trimestre ale anului considerat.

2) O matrice de tipul (m,1)(cu m linii §i o coloand) se numegte a
matrice coloani (sau vector coloani) si are forma: a,
Exeraple, a) Vectorul = +y din planul (0,7,7) 1 putem gindi ca o g
a

m

matrice coloand cu dousi linii de forma ii = (x)
J

b) in exemplul practic analizat, vinzirile de autoturisme din trimestrul al treilea le
putem reprezenta prin coloana:

23] 3) O matrice de tip (m.,n)cu toate 0 0 .. 0
:3; elementele egale cu zero se numeste s 0 0 ... O
76 | Mmatricea zero (nuld). Se noteazi cu O,,, R
200) sausimplu O. 0 0 ... O

4) Dacd numirul de coloane este egal cu numdrul de linii, adicd m = n, atunci
matricea se numegte pitraticd de ordin n.
Are forma: Ay dp e Gy

Sistemul ordonat de elemente (a;;,a,,,...,a,, ) o Gy G e Oy
reprezinti diagonala principald a matricei A, iar
suma acestor elemente a,, +a,, +...+a,, se numeste Gui Gy svi Gy



n
urma.matricei A; notata)Tr(A) = Dla;
=

(Tr provine din prescurtarea cuvantului francez trace = urmi). Sistemul ordonat de
elemente (ay,,d3,_,-n @, ) € Numeste diagonala secundari a matricei A.
Multimea matricelor pétratice de ordin n cu elemente numere complexe o

notdim M ,(C) inloc de M, ,(C).

1

- _;)e M ,(Z), are diagonala principald (1,2) §i Tr(A)=1+2=3, iar

Exempie, 1) A=(

diagonala secundari (—1,0) p

-1 2 -3
2) A=| 4 -5 6|eM,(2), are diagonala principald (-1,-5, 9) si
7 8 9

Tr(A)=~-1-54+9 =3, iar diagonala secundari (~3,-5,7) .

3) Printre matricele piitratice de ordin n, una este foarte 0
importanti. Aceasta este: I = 1 0
i se numeste matrices unitate de ordin n (pe diagonala B PRSP
principald are toate elementele egale cu 1, iar in rest sunt 0 0 ... 1
elementele egale cu zero). Uneori pentru scrierea ei se utilizeazi
1, daci i=j ]
strabolul lui Krowecker 8 ={0, dack inj " Deci, 1, =(8ij)i’ Pl
80 1 00
Matricele unitate de ordin 2 i respectiv 3 sunt: 7, =[0 J s I3=|0 1 0f.
0 01
5) Matricea patratici Ae M ,(C) se numeste triunghiulard daca are una din
formele:
ay ay 43 v Gy g, 0 0 .. 0
0 Qyy Qry v sy dy 4y 0 e 0
A=| 0 0 a33 poy a3n sau A= a31 032 a33 iy 0
O 0 0 T an,, a, a,y a3 ... annJ
6) Matricea patratici Ae M (C) se numeste diagonald dacd
an 0 0
0 [75%) 0
A e 22
0 0 .. a,
fn particular, dacd a;; =ay, =...=a,, = ., atunci matricea A se numeste scalari.



Utilizarea matricelor in reprezentarea datelor

Prezentiim-aici cfiteva aplicaii extrent de interesante ale matricelor in modelarea unor
probleme practice, asupra ciirora vom reveni atunci cdnd vom vorbi despre operatlile cu
matrice pentru a traduce semnificagia lor la nivelul problemei discutate,

1) Reprezentarea rclaiiilor utilizind matricele Fle A= {818300n8p} ) B= {B1sb3sumdy} 4 lor
R orelatle delad la B. Aceasti relafle o reprezentdm printr-o matrice My = (m, ), unde

By = {1, dacii (a,,5;)& R, decl dacii ; se afld in relafia R cu b
0, in caz contrar

Matrices My se numeste 1atricea zero-unu.

Exemplu Fle 4 ={1,2,3}, B={1,2} ,, Atuncl aRb © (a € 4,b€ B,a >b),

00
Avem %={(2,1),(3,1),(3,2)} , lar matricea asociati acestel relatli este My -[1 0].

11
Prezenta Iui 1 in matrice aratd ci perechile (2, 1),(3,1),(3,2), apartin relatiei®R , iar 0
arati cii nici o alti pereche nu apartine lui % .

2) Grafurile si matricele, Teoria grafurilor este unul dintre cele mai importante capitole
ale matematicilor aplicate (studiul retelelor de telecomunicatii, problema transporturilor
ete.). Un oot neorientat Gy este format din dous mulfimi: 1) o multime V ale cirei
elemente sunt numite vérfurl (sau .. sau nodur)) 8le lui G gl 2) o multime M, de
perechi neordonate ale varfurilor numite muchii ale lui G. Graful G se noteazi G(V,\M),
pentru a pune in evidenti cele doua multimi. Dou varfuri u,v sunt adiacente dach existi o
muchie m = {u,v} . In acest caz u,v se numesc capetele Muchiei m, iar m se spune ci unegte
u si v sau inci m este incidenta in fiecare din capetele u,v. Grafurile se reprezinti in plan
prin diagrame. Fiecare vArf veV este reprezentat
printr-un punct sau un cerc mic §i fiecare muchie
m={uyv} este reprezentatd printr-un segment (curbi)
care uneste capetele u,v. Fiecare muchie reprezinta o
legiiturd de comunicare directd intre dou# noduri ale
retelef. Fie graful cu diagrama din Fig.1.

Atunct V = {v,,v;,v3,v,}, M ={m;,my,m;,my,m,}, unde

my = {v,v,}, my ={vy,v3}, my = {vs,v4}, my={v3,vs},
m,={v,,v4}.

Matricea A= (a‘,) asociati acestui graf are elementele

0, in caz contrar

N { 1, daci {v‘, y I} este muchie in graf

va|1 0 1 1
Matricea A se numeste ;... i co sdiacents grafului. Aici ; A= vz 0101
Suma elementelor dintr-o linie di gradul varfului din acea linie 2 1110
(adici numirul de muchii incidente din acel varf). Pentru v, avem Va (
: (2) 4)

grad(v;) =3 (avem muchiile my,m,,m;), pentru v, avem Mihi George
e, Mihaela l / 1

grad(v;) =2 (avem muchiile incidente m,,m, ). AN XA
Un graf G(V,M)se numeste . i..ioi dach multimea M este & &

10



format din perechi ordonate de elemente din V. Se utilizeazi o sigeatii de la u la v pentru
a indica directla muchiei (x,v).

Cu acest tip de grafuri se pot modela comportarea unor grupuri de oameni, rezultatele
unui turneu de fotbal (tenis, etc.),

Grafuri influenti. in studiul comportirii unui grup este de observat ci anumite persoane
pot influenta gindirea altora. Un graf orientat numit ,...¢ influents poate fi utilizat pentru
modelarea acestui comportament. Fiecare persoani este reprezentatd printr-un vArf.
Avem o muchie de 1a a la b daci persoana reprezentatd prin a influenteazi persoana
reprezentati prin b. Matricea adiacenti este:

1234°7%5 sraful mrnesin
101000 ntr-un turneu de fotbal fiecare ! 2
echipi joacd cu fiecare altd echipi
200 010 0| exaet o datd. La fiecare meci o
A=3(1 0 0 1 1| echipa este céstightoare. Echipele
400 0 0 0 1| particlpante sunt {A.C. Milan (1), 5 3
5100000 Bayern  Miinchen 2), F.C
Barcelona (3), Ajax (4), Manchester
United (5)}. Graful orientat al turneului este (am notat cu (a,b) 4
muchia daci echipa a bate echipa b (Fig.2)). Scriefi matricea Fig.2
adiacenti asoclat® grafului.
1.2. OPERATII CU MATRICE
1) Egalitatea a doud matrice

Cum matricea este o functie are sens si vorbim de egalitatea a doud matrice.
Reamintim ci dacd f:A— B, g:C — D sunt doud functii, atunci spunem c3 ele

sunt egale daci: 1)A=C (domeniile sunt egale), 2) B = D (codomeniile sunt
egale) si 3) f(x)=g(x), Vxe A (punctual functiile coincid).
Acum putem formula urmitoarea:

Definitie. Fie matricele A:N,XxXN,—=K, B:N, xN,,]—> K,, K,
K, < C. Spunem ci matricele A si B sunt egale dacd: l)m=m, §i n=n,
(matricele au acelagi tip), 2)K=K; si 3)A(i,j)=B(i.j), Vi=lm,
A =1,n (sau a; =by, Vi=lm, V J =1,n, elementele corespunzitoare

sunt egale). Scriem A=B.

Doui elemente, a; din matricca A §i b; din matricea B, sunt

ij
corespunzitoare dac sunt snuatc pe aceeasi linie gi aceeagi coloand in
fiecare din matnce

T — =z = e T PSS S

e rep £

Obseivasies Deci doud matrice A,Be M ma(C), de acelasi tip, sunt egale dacd
elementele coespunzitoare sunt egale.

11



¥ Kb - Si se determine x,y,z,r e R astfel incat s avem egalitatea matricelor:

X
PRI 2% 1) Din definiie avem egalitatile y+1=4, 3*-2-1,
2+1 0 -2 -3

3
2z+1=-2, 0=¢-3,adici y=3,3" =3 x=1,z=-_, =3,
2

2) Transpusa unei matrice

Este o primi operatie simpli care se efectueazi asupra matricelor.

M ,, ,(C). Transpusa matricei A este matricea notata

T T S T

f Definitie. Fie Ae
L 'Ae M n.m(C), care se obtine din A prin schimbarea liniilor in coloane .;

1
|

(sau a coloanelor in linii): linia intii din A devine coloana intdiin ‘A, linia |
a doua din A devine coloana a douain A, etc.

SRS ———

Operatia prin care fiecirei matrice Ae M, C)i se asociazi matricea |
[ ] i i

‘A€ M, ,(C) se numeste operatia de transpunere a matricelor.

|
|

] §
e e e L e a4 T B B e s T e T i ey

Observatii- 1) Prin operatia de transpunere a unei matrice pétratice de ordin n,
elementele de pe diagonala principali rimén pe loc — cei doi indici fiind egali -

ceea ce inseamni ci Tr( ’A) =Tr(A).

2) '('4)=4, VAe M (C).

) 1
- A=(1 0 -)eM 4(Z)=>"4=| 0 € M3,(Z)
-1
1
A=|-2 eMs'l(Z)=>tA=(1 -2 3)e M, 5(Z)
\ 3
(2 -1 3 3 %
a7 S ermntana Slesm
x —
\ 2 1
3 2

Matrice simetrics . O matrice pitratici de ordinn, Ae M n( C) se numegte:imelrich

daci A=‘4 , ceea ce-i echivalent cu a;=a;, Vi=1n, Vj=1n.Prin urmare, intr-o
matrice simetricd elementele de pe diagonala principald rimfin pe loe, iar celelalte sunt
simetrice in raport cu aceast diagonali. Deci este suficient s& stim elementele de pe
diagonala principali si de deasupra acesteia, pentru a completa celelalte elemente prin

simetrie fatii de diagonala principali.
Daci A este o matrice simetric3, atunci forma ei este:

12



x a b
b
a)pentrun=2,A=[: JeM,(C);b)pentru n=3,A=|a y c|leM;(C).
c
b ¢ z

‘vlei. O matrice pitratici de ordin n, Ae M (C) se numeste

ssiples dacd A =- 'A, adici echivalent cu a;=—a;, Vi=Lln, Vj=1,n. Dacd

if Jio

punem i = j, atunci din g; =-q;;, rezulti a; =0, Vi=1,n, ceea ce arata ci intr-o matrice
antisimetrici elementele de pe diagonala principald sunt egale cu zero. in plus, daci se
cunosc elementele de deasupra acestuia, atunci pentru a le obtine pe cele de sub diagonala
principali le simetrizim pe cele de deasupra diagonalei si le schimbim semnul. Analog se
procedeazii daci se cunosc elementele de pe diagonala principalé si de sub aceasta.

Daci A este 0 matrice antisimetrici, atunci forma ei este:

0 ab
0
a) pentru n=2,A=(_a ;)GMZ(C);b)pentru n=3,A=|-a 0 cle M;(C).
b - 0

3) Adunarea matricelor

Am vizut ci daci f,g:AcCR—R, atunci suma functiilor f, g este functia
f+g:A> R, definitd prin (f +g)(a)=f(a)+g(a), VacA.

Cum si matricele sunt functii are sens si vorbim de adunarea lor. Mai precis are loc
urmatoarea:

Definitie. Fie A=(a;),B=(b;),C=(c;)e M m'n(C).—i\/[atricea_f se 3
numeste suma matricelor A si B daci ¢; =a;; +b;, Vi=1lm, Vi=Lnm.i |
Operatia prin care oriciror doui matrice de acelasi tip 1i se asociazd |
suma lor se numeste adunarea matricelor. i

A

| = e ————————————————

—— E——

41, 1) Se pot aduna numai matrice care sunt de acelasi tip, adicd au

L

acelasi Sﬁmﬁr de linii si respectiv acelagi numir de coloane. Rezultatul este o
matrice de acelagi tip. Deci A,Be M ,, ,(C)= A+Be M, ,(C).

2) Explicit adunarea matricelor A, B inseamna

ay G ... Gy by by ... by
Gy Gp - G| | b by .- b |_
aml amz . amn bml bm2 oo bmn
ay+hy aptby ... a,thy,
_ a21+b21 a22+b22 vee a2n+b2n
Ay + bml Am2 +bm2 e Gy +bmn

13



Spunem cd adunarea matricelor se face P& componente.

3)-Dacé A, B sunt matrice linie (saumatrice coloand) de aceleasi dimensiuni,
atunici adunarea lor coincide cu adunarea vectorilor,

Exemple - Si se calculeze A+B pentru: 1) A=(-=2 3 3), B=(4 -2 1);

11 0 1), 5, (1-10) (10
2“'(-1 1}"%(1 o}‘ 3“'(0 2 3)’8'(0 IJ'

R. 1) Observim cii A,Be M 1,3(Z) . Avem adunarea a doi vectori. Obtinem:
A+B=(-2+4 3+(-2) 5+1)=(2 1 6)

2) Cele doui matrice sunt de acelasi tip, A,Be M z(z) - Deci are sens suma lor.

P e ) ST
s 1} Ey(g i‘,}{-ii‘: ()

3) Cum Ae M, (Z), Be M 2(Z) sunt de tipuri diferite ele nu se pot aduna.

Proprietiti ale adunirii matricelor

Tindnd seama de proprietitile pe care le are adunarea numerelor complexe si
egalitatea a doud matrice, se stabilesc usor urmatoarele proprietiti:

-
Al) (Asociativitatea aduniirii) Adunarea matricelor este asociativi, adica |

(A+B)+C=A+(B+C), VA,B,Ce M malC).
A2) (Comutativitatea adundrii) Adunarea matricelor este comutativs,
adici A+B=B+A, VA,Be M, (C).

A3) (Element neutru) Adunarea matricelor admite matricea nuls ca
element neutru, adici A+0,,, =A,VAe M, ,(C).

A4) (Elemente opuse) Orice matrice Ae M mna(C) are o opusd, notatd cu
~Ae M, ,(C) astfel incit A+(-A)= O, 4

Daci A= (a,-j) , atunci —A = (—aij), adicd opusa lui A,—A, se obtine din A

prin schimbarea semnelor tuturor elementelor sale.

Observatii. 1) Multimea M, (C) inzestratd cu operatia de adunare si avand
proprietdtile A1) — A4) spunem ci formeaza un grup comutativ (sau abelian).
2) Inloc si scriem A+ (-B),notim A- B si spunem ci facem diferenta dintre

matricea A si matricea B. Deci, in sciiderea a dous matrice elementele se scad pe
componente.

Exemple. 1) Fie A=(2 . _4J.Atunci —A=(_2 a5 4].
1 -5 0 -1 50
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